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Kombinatorische Einsichten mit
Hilfe von Tabellenkalkulation

Erich Neuwirth, Wien

Kombinatorik handelt vom Abzihlen von Dingen (Zihlen ohne wirklich zu zdhlen).

Es gibt eine Grundmenge (von n Dingen). Daraus werden k Dinge ausgewihlt. Die
Auswahl kann auf verschiedene Arten geschehen: mit Wiederholungen oder ohne Wie-
derholungen, und mit Beriicksichtigung der Reihenfolge oder ohne Berticksichtigung der
Reihenfolge. Auswahlen ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge nennt man auch Kom-
binationen, Auswahlen mit Beriicksichtigung der Reihenfolge heiBlen Variationen.

Die allgemeine Formulierung des Problems 148t in der Grundmenge beliebige Elemente
zu. Die Darstellung wird aber einfacher, wenn wir als Grundmenge des Umfangs n die
Zahlen 1,2,...n wihlen. Wir wollen uns um Folgenden mit den grundlegenden Formeln
fiir die Kombinationen beschiftigen.

Kombinationen ohne Wiederholung

Reprisentation durch aufsteigende Folgen.

Beispiel: Jede Auswahl von 4 Zahlen aus 6, bei der Duplikate nicht erlaubt sind, und bei
der die Reihenfolge keine Rolle spielt, kann als aufsteigende Folge von 4 Zahlen darge-
stellt werden. Das letzte Element dieser Folge kann hichstens 6 sein. 1234, 1246, 1346 ...
sind Beispiele solcher Folgen.

Diese Folgen kénnen wir danach unterscheiden, ob das letzte Element 6 ist oder nicht.
Wenn wir diese beiden Teilmengen von Folgen abzihlen, und die beiden Anzahlen addie-
ren, haben wir die Gesamtzahl. Die Zahl der Folgen mit héchstens 5 an letzter Stelle ist
genau die Zahl der 4 aus 5-Folgen. Andrerseits ist jede Folge mit 6 an letzter Stelle eine
verlingerte 3 aus 5-Folge. Daher ist die Zahl der 4 aus 6-Folgen gleich der Summe der
Zahl der 4 aus 5-Folgen und der Zahl der 3 aus 5-Folgen. Dieses Prinzip ist allgemein
anwendbar und gilt fiir beliebige Folgen der Linge mindestens 2. Auferdem ist die Zahl
der 1 aus x-Folgen fiir jedes x gleich diesem x und die Zahl der y aus 1 Folgen gleich 0 fiir
y groBer als 2.

Zusammenfassung als Tabelle:
Platze
Objektd 1
1 1
2 2|
3 3|
4| 4[4
5/ 5}
6] 61

Die klassische algebraische Schreibweise dieser Bezichungen ist:
Si(nD)=n
Si(Lk)=0 firalle k> 1
SL(nk)= fi(n-1,k)+ f(n-1,k-1) sonst

Wenn wir jetzt noch eine Spalte mit 0 Plitzen einfiihren, diese Spalte mit 1 fiillen, und
die Spalte mit der Nummer 1 ebenfalls durch die rekursive Summenbeziehung definie-
ren, erhalten wir folgende Tabelle:
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Platze

Objektd 0] 1] 2] 3 4] 5
1 1 0 0 0 4] 0
IR
4] 1]l
6]  1[CRu e i )

erhalten wir folgende Beziehung:
fi(n0)=1
Sfi(Lk)=0furallek>1
Si(n, k)= fi(n=1,k)+ f(n—1,k—1) sonst

Ublicherweise wird eine andere Bezeichnung verwendet:

n
f;(n’k)=(k)

Da in dieser Tabelle jede Zahl zweimal in die Zeile darunter “sickert”, verdoppelt sich die
Zeilensumme von Zeile zu Zeile, daher gilt

£(e)-

Wir kénnen auch folgende Uberlegung anstellen:

In jede 3 aus 6-Folge kénnen wir 3 Elemente ,einfiigen®, die in dieser Folge nicht ver-
wendet wurden, um eine 4 aus 6-Folge zu erhalten.

134 kann erweitert werden zu 1234, 1345 und 1346. Also sollte es 3 mal soviele 4 aus 6-
Folgen wie 3 aus 6-Folgen geben. Das stimmte aber nicht, weil 1234 auch durch Einfiigen
der Zahl 1 in die Folge 234 entstanden sein konnte. Die neu entstandenen Folgen werden
mehrfach gezihlt. Da jedes Element der neuen Folge das neu eingefiigte sein kann, gilt
allgemein folgende Rekursion:

Si(n, k)= fi(n, k1)
und das fihrt zur iblichen Formel:

(n)_n(n--l)...(n—k+1)~ n!
k) 12...k " ki (n—k)!

Tabellendarstellung dieser Formel:

(n=(k—-1))
k

Platze
Objekte 1 X 2 X 3 4 5
1 1 N\ \
2 2 N\
3 3 N \‘
M4 Z W
B——-5

Kombinationen mit Wiederholung:

Reihenfolge spielt keine Rolle, Duplikate erlaubt:
Reprisentiert durch nichtfallende Folgen.
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Also kann beispielsweise jede 4 aus 6 Folge eine 4 aus 5 Folge oder eine um die Zahl 6
verléngerte 3 aus 6 Folge sein. Allgemeine Tabellendarstellung:

Platze

Objektd of 1] 2[ 3] a] s
1 10 0 0 0 0
2 1 SR e e Tk |
4 148 :
6] 1|3WiTe= i i

Formeldarstellung:
£H(n0)=1

Lk =1firallek>1
S k)= fi(n—1Lk)+ f,(n,k~1) sonst

Das fithrt zu folgender Beziehung zwischen den beiden Tabellendarstellungen:

Plitze Platze
Obi.f] 1 2] 3 4] s 6 Objii 1] 2[ 3 4] 5] 6
1] 11 0f o] o] of o 11 1 1 1 1 A
2| @2 2
3] 3 3] 3] e+
4 4| @ }i 4 4
5 5 51 5
6] 6 6] 6
Eine Scherungsoperation liefert:
5 0
4 0
3 0
) 2] O
Obj.l 1 0 Oobj|] 1] 2 5| 6
11 1] & 1| 1| 1] 1 1 1 1 1 1 1
2 F 2| o2p
3 3 gt # 3| 3 o
4 4 4| 4
51 5 5/ 5
6| 6 6l 6
und daher gilt
LK) = fi(n+k-1,k)
Zusammenfassung:

Die vorgefiihrte Form der Ableitung der Formeln und Grundeigenschaften fiir Kombina-
tionen mit und ohne Wiederholungen will zeigen, daf} der Zugang zu den Formeln iiber
die definierenden Rekursionsgleichungen relativ einfach ist, wenn man das Modell der
Tabellenkalkulation als konzeptuelles Hilfsmittel einsetat, Insbesondere 18t sich die
Beziehung zwischen der Formeln mit und ohne Wiederholung durch Visualisierung der

definierenden Rekursionsgleichungen mit dem Tabellenmodell einfacher veranschauli-
chen und damit auch leichter verstehen.




